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У Д К  51: 62 
О.С. Г а в р и л і в  

Д О З В ’Я З К У  Т Е ОР І Ї  М Н ОЖ И Н  З  К ОМ Б І Н А Т ОР И К ОЮ   
 
 Роз г л я немо множ ину  X , я ку  оп иш емо п ер еч ис л ення м ел ементів, тоб то { }nXXXXX ,...,,, 321= . Н ех ай  

ji XX ≠ , ji ≠ . 
 О з нач ення  1. С п ос іб  множ ення  множ ини X  на нату р ал ьне ч ис л о k , п р и я кому  одер ж у є мо множ ину  з  
тими с амими вл ас тивос тя ми, щ о ф ікс у ю тьс я  п р и п ер ех оді від с п ос об у  з адання  множ ини п ер еч ис л ення м 
ел ементів до с п ос об у  з адання  множ ини оп ис у ю ч ою  ел ементи множ ини вл ас тивіс тю , – наз иває тьс я  множ ення м 
множ ини X  на ц іл е ч ис л о k  вар іанту  α . 
 Теор ема 1. П р и множ енні множ ини X  на нату р ал ьне ч ис л о k  у  вар іанті α  одер ж у є тьс я  множ ина ( )αkX  
з  ел ементами, кр атними до ел ементів множ ини X . 
 Д оведення . П р ип у с тимо, щ о множ иною  ( ) { }nkXkXkXkX ,...,, 21=α , тоб то додал ас я  одна вл ас тивіс ть, 
оп ис у ю ч а довіл ьний  ( ) ( )αkXkX i ∈  – п оділ ьніс ть на ч ис л о k . С у п ер еч ніс ть. О тж е, ( ) { }nXXXkX ,..,, 21≡α  – 
тоб то, множ ення  множ ини X  на ц іл е ч ис л о k  оз нач ає , щ о множ ина ( )αkX  щ одо k  є  однор ідною  ну л ьовог о 
вимір у  [1]. 
 О з нач ення  2. С п ос іб  множ ення  множ ини X  на нату р ал ьне ч ис л о k , п р и я кому  одер ж у є мо множ ину  з  
тими с амими вл ас тивос тя ми, щ о ф ікс у ю тьс я  п р и п ер ех оді від с п ос об у  з адання  множ ини п ер еч ис л ення м 
ел ементів до с п ос об у  з адання  множ ини оп ис у ю ч ою  ел ементи множ ини вл ас тивіс тю  п л ю с  N  додаткових  
вл ас тивос тей , – наз иває тьс я  множ ення м множ ини X  на ц іл е ч ис л о k  вар іанту  ( )N−β . 
 Теор ема 2. П р и множ енні множ ини X  на ч ис л о k  нату р ал ьне одер ж у є тьс я  множ ина ( ) nkX

−β  з  
вл ас тивос тя ми, х ар актер ними дл я  однор ідних  ф у нкц ій  N -тог о вимір у . 
 Д оведення . Н ех ай , с п ер ш у , 1=N . Д оводитимемо методом математич ної  інду кц ії . Роз г л я немо 
( ) ( ) 1−−

= ββ kXkX n  у  виг л я ді 
( ) { } { }nn XXXkkXkXkXkX ,...,,,...,, 211211 ==

−− ββ . 
Я к відомо з  теор еми 1 ( ) 1−βkX  від X  п р и ф ікс у ванні множ ини ( ) 1−βkX  с п ос об ом з адання  ( ) 1−βkX  оп ис у ю ч ою  
ел ементи множ ини вл ас тивіс тю  відр із ня є тьс я  на оп ер ац ію  с кор относ ті на ч ис л о k . З  др у г ог о б оку , я кщ о 
р оз г л я ну ти множ ину  ел ементів матр иц і і п омнож ити матр иц ю  на ч ис л о k , отр имає мо множ ення  вс іх  ел ементів 
матр иц і на ц е ч ис л о k . 
 В л ас тивіс ть дл я  вип адку  1=N  з ’я с овано, с еб то ( ) { }nN XXXkkX ,...,, 21=

−β . 
 Н ех ай  п р и mN =  

( ) { } { } { }nmmm
mnn

m
N XkXkXkkXkXkXXXXkkX ,...,,,...,,,...,, 212121 === −− ββ . 

 Д оведемо, щ о п р и 1+= mN  
( ) { } { } 12121

1
,...,,,...,, −−

+
− == mnn

m
N kXkXkXXXXkkX ββ . 

 Д ій с но, 
( ) ( ) { }
{ } { } ( ) ,,...,,,...,,

,...,,

2121

1211

mn
mmm

n
NNN

mnmN

kXkXkXkXkkXkXkXk

kXkXkXkXkX

−

−−−−−

===

===

β

βββ  

тоб то, в п ор івня нні з  mN =  винос итьс я  k  у  вип адку  1+= mN  у  с теп ені, на одиниц ю  вищ ому . 
 Теор ему  доведено. 
 А нал ог іч ні, до вис новку  теор еми 2, вл ас тивос ті маю ть виз нач ники і п ер маненти матр иц ь [2]. 
 О з нач ення  3. О б ’є дну вал ьним множ ення м ⊗  множ ини X  на ц іл е ч ис л о k  наз иває тьс я  така оп ер ац ія , 
п р и я кій  ел ементи множ ини не з міню ю тьс я , ал е ч ис л о кож них  р із них  ел ементів множ ини вир ос тає  в k  р аз ів. 
 П р ир одньо, кол и п ор ож ня  множ ина 0/  п р оф ікс ована ел ементом множ ини X , 0/≡jX , ел емент jX  також  
б у де п р едс тавл ений  в новій  множ ині Xk ⊗  р івно k  р аз ів, щ о с тос у є тьс я  і п ам’я ті комп ’ю тер а, п р и з ап ис у ванні 
в я ку  множ ини відб у ває тьс я  р еал ьне об ’є дну вал ьне множ ення  множ ини на +∞=k . 
 А кс іома. В  множ инах , одер ж аних  ш л я х ом об ’є дну вал ьног о множ ення , діє  – п р и вс іх  оп ер ац ія х  з  
п ідмнож инами – комб інатор ика з  п овтор ення ми [2, 3]. 
 П оз нач имо =R  – оп ер атор  р оз б иття  нату р ал ьних  ч ис ел  на р івні нату р ал ьні доданки, R  – оп ер атор  
р оз б иття  нату р ал ьних  ч ис ел  на нату р ал ьні доданки [3]. 
 Теор ема 3. У  вип адку  множ ення  множ ини NX ⊂  нату р ал ьне ч ис л о k  у  вар іанті ( )1−β  іс ну є  вз ає мно 
одноз нач на відп овідніс ть між  множ иною  ( ) NkX

−β  і множ иною  Xk ⊗ . 
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 Д оведення . З ас тос ову є мо до множ ини ( ) NkX
−β  оп ер атор  =R . О дер ж имо одним із  р ез у л ьтатів Xk ⊗ . 

В з ає моп ов’я з у ю ч и ( ) NkXR
−

=

β  із  Xk ⊗  у  вип адку  1=N  одер ж у є мо доведення  теор еми. 
 О ч евидно, теор емою  3 ф ікс у є тьс я  р оз у міння  вз ає моз в’я з ку  ар иф метич них  оп ер ац ій  множ ення  на 
нату р ал ьне ч ис л о і кр атног о с амододавання , з а р ах у нок ч ог о п оя вл я є тьс я  кр атне викор ис тову вання  ч ис ел , тоб то 
р ез у л ьту ю ч ою  – в ф іл ос оф с ькому  с енс і – є  множ ина вищ ої  п оту ж нос ті я ко с у ку п ніс ть вих ідних  ел ементів. 
 Н ас л ідок 1. Рез у л ьтатом з ас тос у вання  оп ер атор а R  до множ ини X  є  множ ина п оту ж нос ті вищ ої  з а 
множ ину  X , я кщ о є диним р із ним ел ементом Xx ∈1  не є  11 =x . 
 Д оведення  оч евидне. 
 Н ас л ідок 2. П р и р оз б итті множ ини X  оп ер атор ом р оз б иття  ϕ

=R  на р івні р ац іонал ьні доданки R∈ϕ , 
0>ϕ , одер ж у є тьс я  множ ина п оту ж нос ті не вищ е з ч ис л енної  п оту ж нос ті. 

 Д оведення . Д л я  одер ж ання  ел ементів множ ини XR ϕ=  необ х ідно множ ину  X  п омнож ити на ч ис л о ϕ  у  
вар іанті α . Ч ис л о ел ементів аб о п оту ж ніс ть множ ини ( ) 1−βϕX  п ідр ах ову є тьс я  анал ог іч но [3]. 
 Н ас л ідок 2 доведено. 
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У Д К  517 .5 

М .  А .  С ух о ро л ь с ь к и й  
П Р О  Б А З И С  У  П Р О С Т О Р І  Ф У Н К Ц І Й ,  А Н А ЛІ Т И Ч Н И Х  У  О Д Н О З В ’Я З Н І Й  О Б ЛА С Т І  

 
Б іор тог онал ьні с ис теми анал ітич них  ф у нкц ій  на з амкнених  кр ивих  у  одноз в’я з них  об л ас тя х  

комп л екс ної  п л ощ ини з адаю ть б аз ис и у  відп овідних  п р ос тор ах  анал ітич них  ф у нкц ій . У  р об отах  [3-5,8 ] 
р оз г л я ну то вл ас тивос ті б іор тог онал ьних  с ис тем ф у нкц ій  та дос л ідж ено у мови р оз винення  анал ітич них  ф у нкц ій  
у  р я ди з а ц ими с ис темами. Роз винення  ф у нкц ій  у  р я ди з а с ис темами мног оч л енів ( Ф аб ер а, Б ер ну л л і, Е й л ер а та 
інш их )  дос л ідж ено з  викор ис тання м конту р ног о інтег р у вання  та конф ор мних  п ер етвор ень у  р об отах  [1,3-6,9 ]. 

У  даній  р об оті п об у довано с ис теми б іор тог онал ьних  ф у нкц ій  з  викор ис тання м конф ор мних  
відоб р аж ень одноз в’я з них  об л ас тя х  на кр у г . Д ос л ідж ено у мови р оз винення  анал ітич них  ф у нкц ій  у  з аданих  
об л ас тя х  з а ц ими с ис темами. 

1. Б іор тог онал ьні с ис теми ф у нкц ій . Н ех ай :  ( ) ( )00 zzzw −== ϕϕ       ( 1)  
- конф ор мне відоб р аж ення  одноз в’я з ної  об л ас ті D  р оз ш ир еної  комп л екс ної  п л ощ ини z  на кр у г  1: <wK  
комп л екс ної  п л ощ ини w ; ( ) 00 =zϕ ; ( ) 10 =′ zϕ ; ( )whz =  - об ер нене відоб р аж ення ; г р аниц я  DL ∂=  
відоб р аж ає тьс я  на кол о 1: =wС . 

С ис тема ф у нкц ій  { }∞=0nnw  і с п р я ж ена ( ас оц ій ована)  до неї  с ис тема { }∞=
+

0
11 m

mw  - б іор тог онал ьні 
на з амкненому  конту р і, 

nm
C

m

n
dw

w
w

i
r

δ
π

=∫ +12
1 ,                  ( 2)  

де 10,: <<= rrwCr . П р и ц ьому  с ис тема { }nw  - б аз ис  у  р оз у мінні [4] в п р ос тор і ф у нкц ій , анал ітич них  у  
кр у з і 1: <wK , а с ис тема { }11 +mw  - б аз ис  у  п р ос тор і ф у нкц ій , анал ітич них  з овні кр у г а K . 

П ідс тавл я ю ч и вир аз  п ер етвор ення  ( )zw ϕ=  в у мову  б іор тог онал ьнос ті ( 2) , одер ж имо такі два 
с п іввіднош ення :  
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 ( ) ( )
( ) nmm

L

n dz
z

zz
i

r

δϕ
ϕϕπ =′
+∫ 12

1 ;         ( )
( ) nmm

L

n
dz

zn
z

dz
d

i
r

δϕ
ϕ

π =
+ +

+∫ 1

1 1
12

1 , ( 3 )  

де DLr ⊂  - п р ооб р аз  кол а rC ( з амкнена кр ива)  п р и відоб р аж енні ( 1) .  
В ведемо с ис теми ф у нкц ій  

 ( ) ( ){ }∞== 0n
n

n zzg ϕ , ( ) ( ) ∞

=

+∗







+=
0

1
1
1

n

n
n zdz

d
nzg ϕ , Dz∈ .  ( 4)  

Ф у нкц ії  ( )zgn  і ( )zgn
∗  анал ітич ні в окол і точ ки 0z , внас л ідок анал ітич нос ті ф у нкц ії  ( )zϕ  в D , і ї х  

р оз винення  у  р я ди Т ей л ор а не міс тя ть ч л енів з  від’ є мними с теп еня ми з мінної  0zz − . Т ому  відп овідні с п р я ж ені 

до ( 4)  с ис теми ф у нкц ій  ( ){ }∞=− 00 mm zzω , ( ){ }∞=
∗
− 00 mm zzω  з г ідно з  ( 3 )  мож на з адати г ол овними ч ас тинами 

р я дів Лор ана в окол і  точ ки 0z  ф у нкц ій  ( ) ( )( ) ( ) ( )00
1 zzgzzzz mm

m −+−=′ +− ωϕϕ , 
( )( ) ( ) ( )00

1 zzgzzz mm
m −+−= ∗∗+− ωϕ , де ( )0zzg −

∗ , ( )0zzgm −
∗  - п р авил ьні ч ас тини р оз винень ц их  

ф у нкц ій . 
 Теорема 1. Н ех ай  ( )zw ϕ=  - конф ор мне відоб р аж ення  ( 1)  і lzz <− 0  - най б іл ьш ий  кр у г , в я кому  
з б іг ає тьс я  р я д Т ей л ор а ц іє ї  ф у нкц ії  і я кий  л еж ить в об л ас ті D . Т оді с ис теми ф у нкц ій  ( 4)  б аз ис и у  п р ос тор і rE , 

lr <<0 , ф у нкц ій , анал ітич них  в кр у з і rzz <− 0 . 

 Д ов ед ен н я . Роз г л я немо ф у нкц ію  ( ) ( )ξϕξ
l

F
0

1
= , де 0zz −=ξ . В она однол ис та в об л ас ті l>ξ  і 

з адовол ьня є  у мови ( ) ∞=∞F , ( ) 1lim =
∞→

ξξF
z

. Н ех ай  ( )ξψ  - також  однол ис та ф у нкц ія  в об л ас ті l>ξ  і 

( ) 1=∞ψ . Т оді з а теор емою  10 [4] с ис тема п ол іномів ( ){ }∞=0nnp ξ  - б аз ис  у  п р ос тор і rE , lr > , де ( )ξnp  - 

г ол овні ч ас тини р я дів Лор ана ф у нкц ій  ( ) ( )
( )ξψ

ξξ FF n ′  в окол і нес кінч енно віддал еної  точ ки. С п р я ж еними до ц их  

п ол іномів є  ф у нкц ії  ( ) ( )
( )ξ

ξψξω 1
~

+
=

mm F
, ...,1,0=m . Т акож , с ис тема ф у нкц ій  ( ){ }∞=0

~
mm ξω  - б аз ис  у  

п р ос тор і ρE
~  ф у нкц ій , анал ітич них  в об л ас ті l≥> ρρξ , , і рівних нулеві у нескінченно віддаленій точці, а 

( ){ }∞=0nnp ξ  - сп ря ж ена до неї  система ф ункцій. 
 У мова б іортог ональності наступ на 
     ( ) ( ) nm

rr

mn dpi δξξωξπ ξ
=∫

≥′=

~
2
1  

П еретворимо цю  умову з  використання м відоб раж ення  ( )0zzl −=ξ , одерж имо 

( ) nmnm zz
ldz

zz
lpzz

l
i δω

π
=−





−





−∫
+Γ

2
000

~
2
1 .   ( 5)  

Т ут rlzz ′=−Γ+
0:  - коло, оріє нтоване п роти г одинникової  стрілки. 

С истема ф ункції  ( )






−
−
0

0
~

zz
zzlmω  - б аз ис в п росторі ф ункцій, аналітичних в круз і lzz <− 0 , і 

( )( )






−
−
0

0
zz
zzllpn  - сп ря ж ена до неї  система мног очленів з а від’ є мними степ еня ми з мінної ,  
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( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )

z
zzlzz

zzlzF
zzl

zz
zzl m

m
m 0

0
1

0
0

0
~

−
=

−

−
=

−

−

+

ψϕϕψω ; 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

( )
( ) ( ) ( )( )




−
−′Γ=





−
−′

−
−Γ=−

−
+ 0

0
10

0
0

0
0

0
zzlz

zz
z

z
zzl
zzlF

zz
zzllF

zz
zzllp

n

n
n

ψϕϕ
ϕ

ψ ,           ( 6)  

де ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )zl

zzzzzlFF 2

2
0

0 ϕ
ϕξ ′−=−′=′ ; ( )[ ]zgΓ  - г оловна частина ря ду Лорана ф ункції  ( )zg  в околі 

точки 0z . 

 Я кщ о виб рати ( )( ) ( )z
zzzzl ϕψ 0

0
−=−  і ( )( ) ( ) ( )

( )z
zzzzzl ϕ

ϕψ ′−=− 0
0 , то з  ( 5)  отримає мо умови 

б іортог ональності для  п ерш ої  та друг ої  систем ф ункцій ( 4 )  і відп овідні до них сп ря ж ені системи ф ункцій: 

  ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )


 ′Γ=




−
−′Γ=−

−=−
++ z
z

zzlz
zz

z
z

zz
zzllpzz

nn
n

n 10
0

10
0

0 ϕ
ϕ

ψϕϕ
ϕω ; 

  ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )


Γ=




−
−′Γ=−

−=−
++

∗

zzzlz
zz

z
z

zz
zzllpzz

nn
n

n 10
0

10
0

0
1

ϕψϕϕ
ϕω .          ( 7 )  

 О тж е, я кщ о ф ункція  ( )zf  аналітична в круз і lzz <− 0 , то вона роз виває ться  в середині цьог о круг а 
у рівномірно з б іж ні ря ди з а системами ( 4 ) , 

( ) ( )zgazf n
n

n∑
∞

=

=

0
, ( ) ( )zgazf n

n
n∑

∞

=

=

0
, lrzz <≤− 0 ,   ( 8)  

де ( ) ( ) ξξωξπ ξ
dzfia

rrz

nn ∫
≤′=−

−=

0

02
1 ; ( ) ( ) ξξωξπ ξ

dzfib
rrz

nn ∫
≤′=−

∗
−=

0

02
1 . 

 Теорема 2. С истеми ф ункцій ( 4 )  - б аз иси у п росторі ф ункцій, аналітичних в об ласті D . 
 Д ов ед ен н я . П окаж емо, щ о ря ди ( 8)  рівномірно з б іг аю ться  в б удь-я кій об ласті DD ⊂′ , я кщ о ф ункція  ( )zf  аналітична в D . О скільки ( 1)  відоб раж ує  об ласть D  на одиничний круг , то б удь-я ка точка Dz ′∈  
леж ить на лінії  ρL , я ка є  п рооб раз ом кола 1<= ρw . Т оді має мо оцінки для  ф ункцій систем ( 4 )  

   ( ) ( ) nn
n zzg ρϕ == , ( ) ( ) ( ) nn

n Azzzg ρϕϕ ϕ≤′=∗ , ρLz∈ ,            ( 9 )  
де ( )zA

Lz
ϕ

ρ
ϕ ′=

∈
max . 

 Н ехай 
0ρL  - п рооб раз  кола 0ρ=w , 10 << ρρ , ( )zfF

Lz 0

max
ρ∈

= , ( )whA
w

′=
= 0

max
ρ

ψ . 

П еретворимо вираз и для   коеф іціє нтів ря дів ( 7 )  з  урахування м рівності нулю  інтег рала п о контуру DL ⊂
0ρ  

від аналітичної  ф ункції  в об ласті D , 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( )∫∫∫

=
+

=
+

=

=′=−=
000

110 2
1

2
1

2
1

ρξξ πξϕ
ξξϕξ

πξξωξπ
ρρ w

n
L

n
L

nn w
dwwhf

i
df

idzfia , 

( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( )∫∫∫
=

+
=

+
=

∗ ′==−=
000

110 2
1

2
1

2
1

ρξξ πξϕ
ξξ

πξξωξπ
ρρ w

n
L

n
L

nn w
dwwhwhf

i
df

idzfib , 

і з най демо оц інки:  
( )( )

n
w

nn
F

w
dwwhfa

0
1

0
2
1

ρπ ρ
≤≤ ∫

=
+

;  ( )( ) ( )
n

w
nn

FA
w

dwwhwhfb
0

1
0

2
1

ρπ
ψ

ρ
≤

′
≤ ∫

=
+

.      (10) 

 О ц інивш и с у ми р я дів (8) з  у р ах у вання м оц інок (9 ), (10) і нер івнос ті 0ρρ < , п ер еконає мос я  у  
р івномір ній  ї х  з б іж нос ті в об л ас ті DD ⊂′ , 
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( )
ρρ

ρ
ρ
ρ

−=



≤ ∑∑

∞

=

∞

= 0
0

0 00

FFzga
n

n

n
nn , ( )

ρρ
ρ

ρ
ρ ψ

ψ −=



≤ ∑∑

∞

=

∞

=

∗

0

0

0 00

FAFAzgb
n

n

n
nn , 

 
і, відп овідно, анал ітич нос ті с у м р я дів в ц ій  об л ас ті. О с кіл ьки кр у г  lz <  нал еж ить об л ас ті D , с у ми р я дів (8) 
виз нач аю ть анал ітич ну  ф у нкц ію  ( )zf  в ц ій  об л ас ті. 

П р и к л а д  1 . Н ех ай  об л ас ть D  – п івп л ощ ина 0Im >z . К онф ор мне відоб р аж ення  об л ас ті D  на 
одинич ний  кр у г  1||: <wK  і об ер нене до ньог о відоб р аж ення  з адаю тьс я  ф у нкц ія ми [ 2]  

 
iz
iziw

+

−
=
2
2 ,       

wi
wiiz

−

+
=
2

. (11) 

П р и ц ьому , точ кам ∞==±= zzz ,0,21  відп овідаю ть точ ки iwiww =−=±= ,,1 , а г р аниц я  DL ∂= , 
я кою  є  віс ь Oy , відоб р аж у є тьс я  в кол о 1: =wC . 

В ведемо відп овідно з  п ер ш им с п іввіднош ення м (3) с ис тему  ф у нкц ій  

 ( )
∞

=












+
−=

0
2
2

n

n
n

n iz
izizg , Dz∈ . (12) 

Ф у нкц ії  ( )zgn  анал ітич ні в окол і точ ки 20 iz = . Ф у нкц ії  ( ) ( ) =′ + zz m 1ϕϕ  
( ) ( ) 111 224 +−− −+= mmm izizi  маю ть в ц ій  точ ц і п ол ю с и п ор я дку  1+m .  
С п оч атку , з най демо р оз винення  ф у нкц ії  ( )zgn  у  р я д Макл ор ена, я кий  з б іг ає тьс я  у  кр у з і 21<z , щ о 

нал еж ить об л ас ті D , 

( ) 10 =zg , ( ) kn

k

k
kn

k
n

n
n

izCiiz
izizg

+∞

=
−+ 


 −=




+
−= ∑ 22
2

0
1 , 1≥n .               (13) 

Т еп ер , п об у ду є мо с п р я ж ену  до (12) і (13) с ис тему  ф у нкц ій . С п оч атку , з най демо р оз винення  ф у нкц ії  
( ) ( ) ( ) ( ) 1111 224 +−+−+ −+=′ mmmm izizizz ϕϕ  в р я д Лор ана в окол і точ ки 2iz = , 

( )
( )

( )
( )

( )

2
1

1

0
1

1
1

1

0
1

1

1

11

1

11

2

222
2

2
24

−−
+−

−

=
−

−−
+−

−

=
−

+−

+

−+−

+

−+−




 −

=


 −


 −=−
+=−

+

∑

∑
k

mk
m

k

k
m

km
mk

m

k

k
m

m

m

mm

m

mm

iziC

iziCiz
iz

izi
iz

izi

. 

З відс и з най демо г ол овну  ч ас тину  р я ду  Лор ана ц іє ї  ф у нкц ії  (мног оч л ен з а від’ є мними с теп еня ми 
з мінної ) 

 ( ) 1

0 2

−




 −= izzω , ( ) ( )
( )

21

0

1
11

11

22
2 −−−

=

+−
−+

−+−




 −=−
+= ∑

km

k

mkk
mm

mm
m

iziC
iz

izizω , 1≥m . (14) 

С ис теми ф у нкц ій  (13) і (14) б іор тог онал ьні на довіл ьному  кол і 210,2: <<=− rrizL . З а 
теор емою  1 с ис тема с у м р я дів (13) є  б аз ис ом у  п р ос тор і ф у нкц ій , анал ітич них  в кр у з і 212 <− iz , 

40 π<< r , а з а теор емою  2 с ис тема (12) – б аз ис  у  п р ос тор і ф у нкц ій , анал ітич них  у  п івп л ощ ині 0Im >z . 
В р ах ову ю ч и, щ о с у ма р я ду  

( ) ( ) ( )
( ) =−

+



+
−+−= ∑∑

∞

=
+

−∞

= 1
1

1

0 2
2

2
24

2
2

m
m

mm

m
m

m it
it

iz
iziittzg ω  

( ) ( ) ztzt
iz

ititit
it

iz
iz

itiz
izi

it
m

mm

−=−
−

−+−=



−
+




+
−

−



+
−+−= ∑

∞

=

12
2
1

2
2

2
2

2
2

2
1

2
24

2
2

0
2  



 8 

Метода математики, 16, 2015, Львів-Рівне 

р івномір но з б іг ає тьс я  з а з мінною  z  в об л ас ті rD  з  г р аниц ею  rL  (п р ооб р аз ом кол а 10, ≤<= rrw ) дл я  
б у дь-я ких  rLt∈ , одер ж имо дл я  анал ітич ної  у  п івп л ощ ині 0Im >z  ф у нкц ії  р оз винення  

( ) ( ) ( )zgazt
dttf

izf n
n

n
Lr

∑∫ ∞

=

=
−

=

02
1
π

, 

де ( ) ( )dtttfia
rL

nn ∫= ω
π2
1 . 

Приклад 2. Я кщ о на ос і Ox  з адана дій с на ч ас тина анал ітич ної  у  п івп л ощ ині ф у нкц ії , то з а ф ор му л ою  
Ш вар ц а [2] має мо 

   ( ) ( ) Cizt
dttu

izf +
−

= ∫
∞

∞−
π

1 ,              ( 15) 

де С  - дій с на с тал а; ( )tu  - ку с ково-неп ер ер вна ф у нкц ія , ( ) ( )αtotu 1= , я кщ о ∞→t , 0>α . 
Т оді дл я  коеф іц іє нтів р оз винення  ф у нкц ії  ( )zf  з а с ис темою  ( ){ }zgn  одер ж имо ф ор му л и 

( ) ( )∫
∞

∞−

= dtttu
i

a 00
1

ω
π

, ( ) ( )∫
∞

∞−

= dtttu
i

a nn ω
π

1 . ( 16) 

З окр ема, я кщ о ф у нкц ія  дор івню є  одиниц і на відр із ку  ( )ba;  дій с ної  ос і, а на р еш ти ос і дор івню є  
ну л еві, то 

( ) ( )zgaCiza
zb

iCizt
dt

izf n
n

n
b

a
∑∫ ∞

=

=+
−

−
=+

−
=

0
ln11

ππ
, 

де ( ) Ci
ia
ib

i
Ci

it
dt

i
Cidtt

i
a

b

a

b

a
+

−

−
=+

−
=+= ∫∫ 2

2ln1
2

11
00

ππ
ω

π
, 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

b

a
k

n

k

kk
n

b

a
n

nb

a
nn it

iCkdt
it
itdtt

i
a 3

1

0
11

1

2
121

2
211

+

−

=
−+

−

−
+

−
=

−

+
== ∑∫∫ ππ

ω
π

. 

Приклад 3. З най демо р оз винення  з а с ис темою  ( 12) ф у нкц ії  ( )zf , анал ітич ної  у  п івп л ощ ині 0Im >z , 
дій с на ч ас тина я кої  на дій с ній  ос і п р ий має  з нач ення  ( ) ( )221 httu += . З а ф ор му л ами ( 15) і ( 16) з най демо 
вир аз  ф у нкц ії  і коеф іц іє нти р оз винення  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )zgahizhizthtreszt
tureszt

dttu
izf n

n
nhitt tt

k k
∑∑∫ ∞

=−=< =

∞

∞−

=
+

−=
−+

−=
−

−=
−

=
0

22
0Im

11221
π

, 

де ( )( ) ( )( ) ( )21
1

2
12

2
11

22220 +
=

−+
−=

−+
=

−=

∞

∞−
∫ hhizht

resdz
izhti

a
hizπ

; 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) 1

1

1

11

221

11

22 21
21

2
212

2
211

+

−−

+

−+−

−=

∞

∞−
+

−+−

+

−−
=

−

+

+
−=

−

+

+
= ∫ n

nn

n

nn

hizn

nn
n hh

hi
it

iti
th

resdt
it

iti
hti

a
π

. 

О тж е, 

( ) ( ) ( )
( )
( )

n

n
n

n

iz
iz

hh
h

hhhizhizf 



+
−

+
−−+=+−= ∑

∞

=
+

−

2
2

21
21

21
11

1
1

1
. 

Я кщ о 21=h , то ( ) ( ) ( ) ( )zigzgizizf 10 22
2

2
+=

+
−= . 

Н аведений  у  п р икл аді 3 р ез у л ьтат, я кщ о вваж ати п ар аметр h  б л из ьким до ну л я , відп овідає  р оз в’я з ку  
з адач і з  г р анич ною  імп у л ьс ною  ф у нкц іє ю . 
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Висновки. П р оведені у  р об оті викл адки не вис вітл ю ю ть вл ас тивос тей  та ас имп тотич них  оц інок 
відп овідних  п ос л ідовнос тей  ф у нкц ій . Методика одер ж ання  оц інок дл я  окр емих  кл ас ів п ос л ідовнос тей  ф у нкц ій  
наведена у  ц итованих  р об отах . 

Роз винення  ф у нкц ій  з а с ис темами б іор тог онал ьних  ф у нкц ій  мож у ть б у ти викор ис тані дл я  п об у дови 
р оз в’я з ків р івня нь з  ч ас тинними п ох ідними кр ай ових  з адач  з а методикою  викл аденою  у  р об отах  [7 ,8 ]. 

 
Лі т е р ат у р а 

1. Д з я ды к В .К . В ведение в теор ию  п р иб л иж ения  ф у нкц ий  п ол иномами. М.:  Н ау ка, 197 7 . – 512 с . 
2. Лавр ентьев М.А ., Ш аб ат Б .В . Методы  теор ии ф у нкц ий  комп л екс ног о п ер еменног о. - М.:  Н ау ка, 198 7 . – 

698  с . 
3. Леонтьев А .Ф . П ос л едовател ьнос ти п ол иномов из  э кс п онент. М.:  Н ау ка, 198 0. - 38 4 с . 
4. Мар ку ш евич  А .И . Т еор ия  анал итич ес ких  ф у нкц ий . Т ом 2. – М.:  Н ау ка, 1968 . -624с . 
5. С мир нов В . И ., Леб едев Н . А . К онс тр у ктивная  теор ия  ф у нкц ий  комп л екс ног о п ер еменног о. – М.:  

Н ау ка, 1064. -440 с . 
6. С у х ор ол ьс ький  М.А . Роз винення  анал ітич них  ф у нкц ій  з а с ис темами п ол іномів тип у  Мел л іна /  В іс ник 

нац іонал ьног о у нівер с итету  « Львівс ька п ол ітех ніка» . С ер ія  ф із ико-математич ні нау ки. – 2005. - №  346. – С . 111 
– 115. 

7 . С у х ор ол ьс ький  М. А . А нал ітич ні р оз в’я з ки р івня ння  Г ел ьмг ол ьц а. / / Математич ні п р об л еми мех аніки 
неоднор ідних  с тр у кту р  / П ід з аг . р ед. І .О .Лу ковс ьког о, Г .С .К іта, Р.М.К у ш нір а. – Львів:  І П П ММ Н А Н  У кр аї ни, 
2014. – С . 160-163.  

8 . С у х ор ол ьс ький  М. А ., Д ос той на В . В . О дин кл ас  б іор тог онал ьних  с ис тем ф у нкц ій , я кі виникаю ть п р и 
р оз в’я з анні р івня ння  Г ел ьмг ол ьц а у  ц ил індр ич ній  с ис темі коор динат / /  Мат. методи та ф із .-мех . п ол я . – 2012. – 
5 5 ,  №  2. – С . 52–62. 

9. С у х ор ол ьс ький  М.А . Роз винення  ф у нкц ій  з а с ис темою  п ол іномів, б іор тог онал ьних  на з амкненому  
конту р і з  с ис темою  р ег у л я р них  у  нес кінч енно віддал еній  точ ц і ф у нкц ій  / /  У кр . мат. ж у р н. – 2010. – 62, №  2. – С . 
238 -254. 
 

Н ац іонал ьний  у нівер с итет 
« Львівс ька п ол ітех ніка»  
Н адій ш л а 25.08 .2015 р . 

 
У Д К  519.6 

О .С . Г авр ил і в 
Д О  А ЛГ О Р И Т М У  П О Б У Д О ВИ  Р О З В’Я З К І В Д Е Я К И Х  Н Е О Д Н О Р І Д Н И Х  

Д И Ф Е Р Е Н Ц І А ЛЬ Н И Х  Р І ВН Я Н Ь  В Ч А С Т К О ВИ Х  П О Х І Д Н И Х  
 
 T h i s  p a p e r  i s  d e d i c a t e d  t o  s o l v e  p r o b l e m  o f  c o n s t r u c t i o n  t h e  s o l v e  o f  s o m e  n o n h a m o g e n o u s  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  
i n  p a r t  d e r i v a t i o n s . 
 З ау важ имо, щ о диф ер енц іал ьні р івня ння  в ч ас ткових  п ох ідних  з і с тал ими коеф іц іє нтами є  нес кл адно 
інтег р ованими ш л я х ом викор ис тання  інтег р ал ьних  п ер етвор ень [1, 3] 
 1. Роз г л я немо диф ер енц іал ьне р івня ння  в ч ас ткових  п ох ідних  [2] виг л я ду  
  ( ) ( )x

y
ux

x
u ψϕ =

∂
∂+

∂
∂ ,  ( 1) 

де ( )yxuu ,= ; 1Ru∈ , ( ) 1Rx ∈ϕ , ( ) 1Rx ∈ψ ; ( ) 2
, Ryx ∈ . 

 О с кіл ьки cos -п ер етвор ення  Ф у р ’є  від п ох ідної  неп ар ног о п ор я дку  дає  тр анс ф ор менту  sin -п ер етвор ення  
Ф у р є  і навп аки – з ас тос ову ватимемо до р івня ння  ( 1) інтег р ал ьне п ер етвор ення  Лап л ас а п о нез ал еж ній  з мінній  
y , дл я  ч ог о вих одимо з і з ву ж ення  об л ас ті доп у с тимих  з нач ень п о y  із  1Ry∈  до 0≥y . 
 Д л я  вип адку  0<y  с х ема р оз в’я з у вання  з  викор ис тання м п ер етвор ення  Лап л ас а г одитьс я  п іс л я  з аміни 

ty −= , 0>t . 
 В имаг атимемо від ( )yxu ,  виконання  у мови 

( ) ( )tt

eodyyxu 0

0
,

σ
=∫  

дл я  дея ког о 00 >σ . 
 Д іє мо на об идві ч ас тини р івня ння  ( 1)  інтег р ал ьним п ер етвор ення м Лап л ас а-К ар с она [ 3 ] , с еб то 
     ( )dyyxuepu py∫∞ −

=

0
,~ .  ( 2)  

 З відс и 
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  ( ) ( ) ( )( ) ( )xxupxupxdx
ud ψϕ =−+ 0,,~~ .  ( 3 )  

 Н еоднор ідне л іній не диф ер енц іал ьне р івня ння  р оз в’ я з у є мо кл ас ич но. 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxuxpxupxdx

ud ψϕϕ +=⋅+ 0,,~~ , vwu ⋅=~ , dx
dwvdx

dvwdx
ud

+=
~ , 

( ) ( ) ( ) ( )xxuxwvpxdx
dwvdx

dvw ψϕϕ +=⋅⋅++ 0, , 
( ) 0=⋅⋅+ wvpxdx

dwv ϕ ;  0≠v , ( ) 0=⋅⋅+ wpxdx
dw ϕ , ( ) dxpxw

dw
⋅⋅−= ϕ , 

( ) dxpxw ⋅⋅−= ∫ϕln , ( ){ }∫−= dxpxw ϕexp , 
( ) ( ) ( ) ( )xxuxdx

dve dxxp ψϕϕ +⋅=∫− 0, , ( ) ( ) ( )( ) ( ) dxexxuxdv dxxp∫+⋅= ϕψϕ 0, , 
( ) ( ) ( )( ) ( ) dxexxuxv dxxp∫+⋅= ∫ ϕψϕ 0, , 

  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) dxexxuxeu dxxpdxxp ∫+⋅∫= ∫− ϕϕ ψϕ 0,~ .  ( 4 )  
 О р иг інал  u  п о тр анс ф ор манті u~  з нах одимо з г ідно таб л иц ь [ 3 ]  аб о б ез п ос ер едньо р еал із у ю ч и об ер нене 
п ер етвор ення  Лап л ас а. 
 П р икл ад 1. x

y
ux

x
u 2sincos =

∂
∂+

∂
∂ , ( ) 20, xxu =  

( ) xx cos=ϕ , ( ) xx 2sin=ψ , 
  ( ) ( ) dxexxxedxexxxeu xpxpxdxpxdxp sin2sincos2cos 2sincos2sincos~ ∫∫ +=∫+⋅∫= −− .  ( 5)  
 П ер евір кою  вс тановл ю є мо б у квал ьне виконання  р івня ння  

xxxuxpdx
ud 2sincos~cos
~

2 +=+ , 
я ке є  тр анс ф ор мантою  вих ідног о р івня ння . 
 З нач ення  інтег р ал ів в ( 5)  відш у ку є мо з  [ 4 ] . 
 2. Роз г л я немо диф ер енц іал ьне р івня ння  п ор я дку  n  в ч ас ткових  п ох ідних  виг л я ду  
  ( ) ( )x

xy
ua

y
ux

x
u

kk

kl

k
km

m

n

n
ψϕ =

∂∂
∂+

∂
∂+

∂
∂ ∑

=
120

,  ( 6)  
де nl < , constak = , 1Rak ∈ , kkk =+ 21 , ( ) 1Rx ∈ϕ , ( ) 1Rx ∈ψ , ( ) 1

, Ryxu ∈ , ( ) 2
, Ryx ∈ , 0≥y , nm < . 

 Д іє мо на ( 6)  інтег р ал ьним п ер етвор ення м Лап л ас а-К ор с она п о нез ал еж ній  з мінній  y . 
 З доб у демо 
  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ).0,,~0,,~~ 1

00

1

0

2

2
2

1

1 xp
xupxupdx

dap
xupxupxdx

ud k

s
ks

s
k

k

kl

k
k

m

s
ms

s
m

n

n
ψϕ =



 −+



 −+ ∑∑∑

−

=

−

=

−

=

−
  ( 7 )  

 Д иф ер енц іал ьне р івня ння  ( 7 )  є  л іній ним диф ер енц іал ьним р івня ння м n -ног о п ор я дку  в з вич ай них  
п ох ідних  від невідомої  тр анс ф ор манти u~  з  одним з мінним коеф іц іє нтом ( )xϕ . 
 Й ог о р оз в’ я з у є мо тр адиц ій но [ 5-8 ] . 
 Д л я  з нах одж ення  ор иг інал у  ( )yxu ,  викор ис тову є тьс я  об ер нене п ер етвор ення  до тр анс ф ор менти ( )pxu , . 
 3 . Роз г л я немо диф ер енц іал ьне р івня ння  п ор я дку  n  в ч ас ткових  п ох ідних  виг л я ду  
  ( ) ( )x

xy
ua

y
ux

y
u

kk

kl

k
km

m

n

n
ψϕ =

∂∂
∂+

∂
∂+

∂
∂ ∑

=
120

,  ( 8 )  

де nl < , constak = , 1Rak ∈ , kkk =+ 21 , ( ) 1Rx ∈ϕ , ( ) 1Rx ∈ψ , ( ) 1
, Ryxu ∈ , ( ) 2

, Ryx ∈ , 0≥y , nm < . 
 З ас тос у є мо до об идвох  ч ас тин ( 8 )  інтег р ал ьне п ер етвор ення  Лап л ас а-К ар с она п о нез ал еж ній  з мінній  y . 
 Д об у демо  
 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ).0,~0,~0,~ 1

00

1

0

1

0

2

2
2

1

1 xp
xuupdx

dap
xuupxp

xuup
k

s
ks

s
k

k

kl

k
k

m

s
s

s
m

n

s
s

s
n ψϕ =



 −+



 −+



 − ∑∑∑∑

−

=

−

=

−

=

−

=

  ( 9 )  

 Рівня ння  ( 9 )  є  вж е р івня ння м в з вич ай них  п ох ідних  п ор я дку  nl <  і й ог о р оз в’я з ок u~  ш у кає мо 
анал ог іч но до п у нкту  2. 
 4 . Роз г л я немо диф ер енц іал ьне р івня ння  п ор я дку  n  в ч ас ткових  п ох ідних  виг л я ду  
  ( ) ( )x

xy
ua

y
ux

yx
u

kk

kl

k
km

m

tr

n
ψϕ =

∂∂
∂+

∂
∂+

∂∂
∂ ∑

=
120

,  ( 10)  
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де nl < , ntr =+ , kkk =+ 21 , constak = , 1Rak ∈ , ( ) 1Rx ∈ϕ , ( ) 1Rx ∈ψ , ( ) 1
, Ryxu ∈ , ( ) 2

, Ryx ∈ , 0>y , nm < . 
 З ас тос у вання м до об идвох  ч ас тин ( 10)  інтег р ал ьног о п ер етвор ення  Лап л ас а-К ор с она [ 3 ]  п о нез ал еж ній  
з мінній  y , одер ж имо 

 
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ).0,~0,~0,~ 1

00

1

0

1

0

2

2
2

1

1 xp
xuupdx

dap
xuupxp

xuudx
dp

k

s
ks

s
k

k

kl

k
k

m

s
s

s
m

t

s
s

s

r

r
t ψϕ =



 −+



 −+



 − ∑∑∑∑

−

=

−

=

−

=

−

=

  ( 11)  

 Рівня ння  ( 11)  є  з вич ай ним диф ер енц іал ьним р івня ння м п ор я дку  { } nlr <,max , й ог о р оз в’я з ок ( )pxu ,~  
з нах одимо анал ог іч но до п у нктів 2, 3 . 
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У Д К  512 
Н о в ік о в  Л. О . ,  З ая рн ю к  П . М .  

А П ЛІ К А Т И В Н А  А ЛГ Е Б Р А  М А Т Р И Ц Ь  Д О В І ЛЬ Н О Ї  Ф О Р М И  
Ч ас ти н а 1  

В с туп . У п р овадж ення  матр иц ь в математику  є  видатним винах одом, ос кіл ьки з авдя ки й ому  с тал о 
мож л ивим п одавати і в з аг ал ьних  р ис ах  анал із у вати я к є дине ц іл е вел иког о об с я г у  інф ор мац ію  п р о об ’є кти 
р із ної  математич ної  п р ир оди. 

Матр ич не ч ис л ення  у  з нач ній  мір і є  с амодос татнім р оз діл ом математики, я кому  п р ис вя ч ено 
ф у ндаментал ьні нау кові п р ац і теор етич ног о ( [ 1] , [ 2] )  і п р икл адног о ( [ 3 ] , [ 4 ] , [ 5] , [ 6] )  х ар актер у . В оно с кл адає  
з міс т навч ал ьних  п ос іб ників та п ідр у ч ників з  л іній ної  ал г еб р и, анал ітич ної  та п р оективної  г еометр ії  ( [ 7 ] , [ 8 ] , 
[ 9 ] ) . Матр ич не ч ис л ення  п оп у л я р из у ю ть я к ел ег антний , віднос но п р ос тий , математич но п р оз ор ий  і з р оз у міл ий  
анал ітич ний  ап ар ат п р идатний  дл я  оп ис у  та анал із у  тех ніч них , вир об нич их , економіч них , п р ир однич их  
с иту ац ій  і такий , щ о доз вол я є  « з а дер евами б ач ити л іс »  і п р оводити ч ис л ові р оз р ах у нки ( [ 10] , [ 11] ) . В  нас  
викл икає  оп тиміз м з ап ал ьніс ть викл аду  і р оз ку тіс ть ду мки, я кими нап овнена книг а Р. Б ел л мана ( [ 3 ] )  і 
мал енький , щ о с кл адає тьс я  вс ьог о з  тр ьох  р еч ень, § 8 , г л .2, ц іє ї  книг и. Ми вир іш ил и р оз вину ти і наз вати 
ап л ікативною  ал г еб р у  матр иц ь, п р о я ку  Р. Б ел л ман у  др у г ому  р еч енні з г аданог о § 8 , г л .2 г овор ить л иш е 
мимох ідь. Ми с ол ідар ні з  й ог о тез ою , вис л овл еною  у  п ер едмові до з г аданої  книг и, щ о п ідс тавою  дл я  
з ап р овадж ень нових  п оня ть п овинна б у ти ная вніс ть з адач , я кі п о тріб н о  ро з в ’ я з ув ати , однак п ам’я таю ч и, щ о 
вино новог о вр ож аю  не нал иваю ть у  с тар і міх и, п р оп ону є мо нові модел і в теор ії  матр иц ь. 

О с кіл ьки матр ич не ч ис л ення  вивч ає тьс я  у  виш ах , то ту т ми об меж имос ь л иш е кор отким наг аду вання м 
ос новних  п оня ть. 

1 .  Лін ій н и й  п ро с тір м атри ц ь  ти п у ),( nmτ . 
П оки щ о р оз у міє мо nm×  – матр иц ю  у  кл ас ич ному  с енс і я к с у ку п ніс ть nm ⋅  ч ис ел  з  п ол я  K  – 

ел ементів матр иц і – з ап ис ану  у  виг л я ді таб л иц і 

 

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

.  ( 0.1)  

Таб л иц я  ( 0.1)  має  m  р я дків, n  с товп ц ів, кор отко з ап ис у є тьс я  я к ija , mi ,...,2,1= ; nj ,...,2,1=  і з ветьс я  
nm×  – матр иц ею  аб о ж  матр иц ею  тип у  ),( nmτ . К аж у ть також , щ о матр иц я  ( 0.1)  має  р оз мір  nm×  ( ту т nm×  

ч итає тьс я :  « ем на ен» ) . Матр иц і п р ий ня то п оз нач ати вел икими л ітер ами, а ї х  ел ементи – відп овідними мал ими, 
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ос нащ еними індекс ами, л ітер ами, так щ о ( 0.1)  мож на п одати так ijaA = . Матр иц ю , вс і ел ементи я кої  р івні 
ну л ю , з вемо ну л ем ( ну л ь-матр иц ею )  і п оз нач ає мо O . 

1 . 1 .  Р ів н іс ть  двох  матр иц ь одног о тип у  ijaA = , ijbB =  виз нач ає тьс я  так 

  jibaBA ijij
def

,, ∀=⇔= .   
тоб то дві матр иц і р івні, я кщ о р івні вс і ел ементи з  однаковими індекс ами. 

1 . 2 .  Д о д ав ан н я  м атри ц ь . Н ех ай  ijaA = , ijbB =  – матр иц і тип у  ),( nmτ . С у му  матр иц ь BAС += , 
матр иц ю  ijcC =  виз нач ає мо с п іввіднош ення м 

ijij
def

ijijij babac +=+= . 
О тж е дія  додавання  з дій с ню є тьс я  п оел ементно:  до матр иц і A  « п р икл адає мо»  матр иц ю  B  і відп овідно 

ел ементи додає мо. Таку  дію  квал іф іку є мо я к ап л ік ати в н у, р оз у мію ч и ап л ікац ію  я к б іє ктивне відоб р аж ення . 
О п ер ац ія  додавання  кому тативна і ас оц іативна. 
О п ер ац ію  віднімання  матр иц ь виз нач ає мо р івніс тю  

ijij
def

ijij baba −=− . 

З ау важ имо, щ о дл я  кож ної  матр иц і ijaA =  іс ну є  матр иц я  ( ) ij
def

aA −=− , я ка наз иває тьс я  п р отил еж ною  
до A  і з адовол ьня є  р івніс ть ( ) 0=−+ AA . 

1 . 3 .  М н о ж ен н я  м атри ц і н а ч и с л о  
Я кщ о λ  – ч ис л о і ijaA =  – матр иц я  тип у  ),( nmτ , то доб у тком A  на λ  наз иває тьс я  матр иц я , я ка 

п оз нач ає тьс я  Aλ  і виз нач ає тьс я  р івніс тю  

ij
def

aA λλ = . 
О п ер ац ії  додавання  і множ ення  на ч ис л о з ву тьс я  л ін ій н и м и  і маю ть вл ас тивос ті:  
1)  ABBA +=+ ;   2)  ( ) ( ) CBACBA ++=++ ;   3 )  AA =+ 0 ; 
4 )  ( ) 0=−+ AA ;   5)  AA =⋅1 ;   6)  ( ) AAA βαβα +=+ ; 
7 )  ( ) BABA ααα +=+ ;   8 )  ( ) ( )AA αββα = . 
Т у т A , B , C  – матр иц і; α , β  – ч ис л а. 
1.4. Лінійна комбінація (ЛК) матриць 
Н ех ай  дано с у ку п ніс ть (с ис тему ) матр иц ь тип у  ),( nmτ  

 sAAA ,...,, 21   (1) 
і який -неб у дь наб ір  ч ис ел  
 sxxx ,...,, 21 .  (2) 

С кл адемо матр иц ю  
 ssAxAxAxB +++= ...2211 .  (3 ) 

Матр иц я B  зветьс я ЛК  матр иц ь с ис тем (1), а ч ис л а (2) – коеф іц іє нтами ц іє ї  ЛК . Я кщ о вс і коеф іц іє нти 
ЛК  ну л і, то ЛК  зветьс я трив іал ьною  (л ат. t r i v i a l i s  – оч евидний ), вона є  ну л ем. 

О з нач е ння. С ис тема матр иц ь одног о і тог о с амог о тип у  зветьс я л інійно з ал е ж ною , якщ о іс ну є  
нетр ивіал ьна ЛК  ел ементів с ис теми, яка р івна ну л ю . 

С п р аведл ива і має  важ л иві нас л ідки нас ту п на теор ема. 
Т е оре ма. (Н еоб х ідні і дос татні у мови л іній ної  зал еж нос ті). С ис тема nm×  – матр иц ь л іній но зал еж на 

тоді і л иш е тоді, кол и одна з матр иц ь с ис теми є  ЛК  інш их . 
З азвич ай  ц ю  теор ему  в п ос іб никах  ф ор му л ю ю ть і доводять дл я вектор -с товп ц ів, ал е вона л иш ає тьс я 

с п р аведл ивою , якщ о с л ово « с товп ец ь»  замінити с л овом « матр иц я» . З ау важ имо, щ о доведення б азу є тьс я л иш е 
на означ енні, тоді як б езп ос ер едня п ер евір ка тог о, щ о дана матр иц я є  ЛК  інш их  п р изводить до необ х іднос ті 
р озв’ язу вати дл я знах одж ення коеф іц іє нтів с ис тему  л іній них  ал г еб р аї ч них  р івнянь (С ЛА Р), щ о видно з 
п р едс тавл ення (3 ). 

П рикл ад  1. Матр иц і 
 

00
011

1 =e ,   
00
101

2 =e ,   
01
002

1 =e ,   
10
002

2 =e   (4 ) 
є  л іній но незал еж ні. Т у т індекс и вг ор і – не с теп ені, а ідентиф ікатор и міс ц еп ол ож ення. 

Т е оре ма 1. Д овіл ьна 22×  – матр иц я 
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2221

1211
aa
aa

A =   (5) 
є диним ч ином п р едс тавл яє тьс я у  виг л яді ЛК  матр иц ь (4 ):  
 2

222
2
121

1
212

1
111 eaeaeaeaA +++= .  (6) 

С п р аведл ивіс ть вс тановл ю є тьс я п ер евір кою  р івнос ті (6). Матр иц і (4 ) є  одним з б азис ів п р ос тор у  матр иц ь 
тип у  ( )2,2τ . 

Нас л ід ок. З адання матр иц і (5) р івнос ил ьне заданню  4 -вектор а 
 ( )22211211 ,;, aaaa=a .  (7 ) 

П рикл ад  2 . (У заг ал ьнення п р икл аду  1). З ап р овадимо в р озг л яд nm×  – матр иц і 
 i

je ,  mi ,...,2,1= ;  nj ,...,2,1= ,  (8 ) 
в яких  ел емент, щ о с тої ть на п ер етині i -г о р ядка та j -г о с товп ц я дор івню є  1, а р еш та ел ементів – ну л і. 

О ч е в ид но, щ о с п р аведл иве у заг ал ьнення теор еми 1. 
Т е оре ма 2 . Б у дь-яка nm× – матр иц я ijaA =  р озвиває тьс я є диним ч ином в ЛК  матр иц ь с ис теми (8 ) 

 ∑∑
=

==

m

i

n

j

i
jijij eaaA

1 1
.  (9 ) 

Нас л ід ок. С ис тема mn  матр иц ь (8 ) є  б азис ом л іній ног о п р ос тор у  матр иц ь тип у  ),( nmτ . 
2 . І нф ормаційний ш ну р (корд ) матриці. М атриці різ номанітних  ф орм 
З  п р едс тавл ення (9 ) вип л иває  тв е рд ж е ння :  задання nm×  – матр иц і р івнос ил ьне заданню  mn  – 

вимір ног о вектор а 
 ( )mnmmnn aaaaaaa ,...,,;...;,...,;,..., 21221111=a .  (10) 

Матр иц я ijaA =  є  об ’ є ктом інф ор мац ії  і тому  однознач но зіс тавл ений  з нею  вектор  a  б у демо називати 
інф ормаційним ш ну ром (в е рв е ч кою ) аб о корд ом матр иц і A  і п означ ати с имвол ом CordA . 

О тж е дл я nm×  – матр иц і A  кор д має  виг л яд:  
 ( )mnmmnn aaaaaaaaaCordA ,...,,;...;,...,,;,...,, 212222111211= .  (11) 

З  вир азу  (11) дл я кор ду  б ач имо, щ о він с кл адає тьс я з m  с ег ментів (л анок), відділ ених  кр ап кою  з комою . 
К ож ному  с ег менту  відп овідає  р ядок довж ини n , а тому , за означ енням, довж ина с ег мента – ц е кіл ькіс ть 
ел ементів, з яких  він с кл адений . К ор д визнач ає  с тр у кту р у  матр иц і, ос кіл ьки с п р аведл ива  така теор ема. 

Т е оре ма. З  кож ною  nm×  – матр иц ею  однознач но зіс тавл яє тьс я ї ї  інф ор мац ій ний  ш ну р  (кор д) і, 
навп аки, з кож ним кор дом однознач но зіс тавл яє тьс я матр иц я тип у  ),( nmτ . 

О ч евидним є  також  тв е рд ж е ння :  якщ о ijaA = , ijbB =  – матр иц і тип у  ),( nmτ ,то  
( ) CordBCordABACord +=+ , 

де с у ма кор дів р озу міє тьс я у  ап л ікативному  с енс і. 
З р озу міл о також , щ о ( ) CordAACord λλ = , λ  – ч ис л о. 
В иникає  ідея:  задаю ч и кор ди, с кл адені із с ег ментів різ ної  довж ини, ми мож емо зіс тавити з ними матр иц і 

відп овідних  до них  ф ор м. Реал ізу є мо ц ю  ідею , р езу л ьтати р еал ізац ії  зоб р азимо на р ис у нку , на якому  ел ементи 
матр иц і зоб р аж аю тьс я мас ними кр у ж еч ками, а с амі с х еми матр иц ь об ведені р амками відп овідної  ф ор ми.  

 Рис . З об р аж ення матр иц ь з відп овідними кор дами:  
а) ( )4321 ;;; aaaaCordA= ;   б ) ( )321 ,, bbbCordB= ;   в) ( )323122211211 ,;,;, ccccccCordC = ; 
г ) ( )44434241333231222111 ,,,;,,;,; ddddddddddCordD= ;   
д) ( )43424132312221131211 ,,;,;,;,, eeeeeeeeeeCordE = ;   
е) ( )32312322211211 ,;,,;, fffffffCordF = . 
 
К ож ний  с ег мент кор ду  є  кор теж  п евної  довж ини. К ор д визнач ає тьс я кіл ькіс тю  с вої х  с ег ментів, ї х  

довж иною , а також  п ор ядком ї х  р озташ у вання. 
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Т еп ер  п ід матр иц ею  в ш ир окому  с енс і р озу міє мо с кінч енну , п евним ч ином вп ор ядковану  множ ину  
ел ементів, с п ос іб  вп ор ядку вання якої  визнач ає  ї ї  кор д. 

О з нач е ння. Я кщ о CordBCordA = , то матр иц і (множ ини) A  та B  називаю тьс я е кв ів ал е нтними в  
інф ормаційному  с е нс і. 

Е квівал ентніс ть A  та B  п одає тьс я зап ис ом:   
BA ~ . 

О з нач е ння. Я кщ о кор ди двох  матр иц ь маю ть однакову  б у дову , то каж емо, щ о ц і матр иц і маю ть 
однаковий  тип . 

О п ер ац ія додавання визнач ає тьс я, оч евидно, дл я матр иц ь, які маю ть один і той  с амий  тип . 
В ис нов ок. З ап р овадивш и п оняття кор ду , ми звіл ьняє мо с еб е від необ х іднос ті р озг л ядати матр иц і л иш е у  

виг л яді п р ямоку тних  таб л иц ь. 
Літе рату ра 
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У Д К  517  

Ч абан В .Й . 
П Р О  ДВ І  Т Е О Р Е М И  ДИ Ф Е Р Е НЦ І А ЛЬ НО Г О  Ч И С ЛЕ ННЯ   

 
Р е ф е рат. П р оп ону є тьс я нова теор ема диф е–р енц іал ьног о ч ис л ення, яка має  б езп ос ер еднє  за–с тос у вання в 

теор етич ній  ф ізиц і п р и р об оті з кіне–тич ною  і п отенц іал ьною  енер г іями як вих ідними п о–няттями п р инц ип у  
най менш ої  дії . Т еор ема дає  мож л ивіс ть др у г у  п ох ідну  ф у нкц ії  вир азити ч ер ез ї ї  п ер ш і п ох ідні за ар ґ у ментом і 
за ф у нкц іє ю . Д ано вектор ний  вар іант теор еми. 

Кл ю ч ов і с л ов а: диф ер енц іал ьне ч ис л ення, зв’ язок між  п ер ш ими й  др у г ими п ох ідними п р ямих  і 
об ер нених  ф у нкц ій , вектор ний  вар іант. 

П р оп ону є тьс я нова теор еми диф ер енц іал ьног о ч ис л еняя, яка має  б езп ос ер еднє  зас тос у вання в теор етич ній  
ф ізиц і п р и р озв’ язанні п р актич них  задач  зас тос у вання п р инц ип у  най менш ої  дії , зокр ема в р озділ і вар іац ій ног о 
ч ис л ення. З авдяки ц ій  теор емі вдал ос я знач но с п р ос тити п р оц ес  одер ж ання нел іній них  диф ер енц іал ьних  
р івнянь вектор -п отен–ц іал а в нел іній ному  анізотр оп ному  с ер едовищ і, не звер таю ч ис ь до с тандар тних  с кл адних  
п об у дов вс е тог о ж  вар іац ій ног о ч ис л ення  

1. В их ідна теор ема п р о др у г у  п ох ідну . Друга похідна неперервної прямої функції дорівню є  з і з наком мінус  
доб ут ку її перш ої похідної в куб і на другу похідну об ерненої функції.  

Дов е д е ння.  
Н ех ай  ми має мо дві неп ер ер вні ф у нкц ії , п р яму  й  об ер нену  до неї  

 ( ); ( ),y y x x x y= =     (1) 
і відп овідні ї м п ер ш і й  др у г і п ох ідні за вл ас ними ар ґ у ментами 

 

2 2

2 2

2 2

2 2

( ) ( ); ;
( ) ( ), ,

dy dy x d y d y x
dx dx dx dx
dx dx y d x dx y
dy dy dy dy

= =

= =

      (2) 
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 З ап ис авш и у мовно,  щ о 1 1( ) ; ( )y x x y− −

= = , п ох ідні (2) п р ий маю ть виг л я д  

  

2

2 2 3

2

2 2 3

1 2; ;

1 2, .

dy d y
dx x dx x
dx d x
dy y dy y

= − =

= − =

     (3 ) 

 Н а п ідс таві (3 ) одер ж у є мо 

 
3 3 32 2

2 2 2
1:d y d x y dy

x dxdx dy x
     = = = −           .     (4) 

 В их одя ч и з  (4), одер ж у є мо відомий  р ез у л ьтат [ 1] ,  я кий  тр еб а б у л о довес ти 
  

32 2

2 2 .
d y dy d x

dxdx dy
 = −             (5) 

 З адл я  ц ікавос ти в такий  с амий  с п ос іб  мож на п о–каз ати оч евидне, щ о  

 
2

.

dy dy dx
dx dx dy

 =         (6) 

1. Н ова теор ема п р о др у г у  п ох ідну . Друга похідна неперерв ної  ф унк ц ії  дорів ню є  доб ут к у ї ї  перш ої  похідної  
і перш ої  похідної  не з а арґ ум ент ом ,  а з а ф унк ц іє ю  в ід т іє ї  с ам ої  перш ої  похідної . 

Доведення. 
В із ьмемо п ер ш у  п ох ідну  з а ф у нкц іє ю  від п ер ш ої  п ох ідної  ф у нкц ії  з а ар ґ у ментом 

 
1 2 2

2 .
d dy d dx dy d x
dy dx dy dy dx dy

−    = = −                      (7 ) 

П омнож ивш и л іву  й  п р аву  ч ас тини (7 ) на п ер ш у  п ох ідну  /dy dx , одер ж имо 

 
3 2

2 .
dy d dy dy d x
dx dy dx dx dy

     = −                                (8 ) 

 Я кщ о теп ер  вз я ти до у ваг и (5), то одер ж имо р е–з у л ьтат, я кий  тр еб а б у л о довес ти 

 
2

2 .

d y dy d dy
dx dy dxdx

   =                                    ( 9 )  

З аг л я немо нап ер ед і з ап иш емо вектор ний  вар іант об ох  ф ор му л  і ( 5) , і ( 9 )  
 

32 2

2 2 ; ( ) .t
tt

∂ ∂ ∂ ∂   = − ∇ × ∇ × = ∇ × ∇ ×   ∂ ∂∂ ∂   
F F F F F

FF
    ( 10)  

Висновки. 1. Я кщ о п ер ш і п ох ідні п р я мої  і об ер неної  ф у нк–ц ій  також  вз ає мо об ер нені, то ї х ні др у г і п ох ідні п о–в’я з ані 
коеф іц іє нтом, щ о дор івню є  п ер ш ій  п ох ідній  п р я мої  ф у нкц ії  в ку б і. 

2. Д р у г у  п ох ідну  ф у нкц ії  мож на вир аз ити я к доб у ток п ер ш ої  п ох ідної  і п ох ідної  від неї  не з а ар ґ у –ментом, 
а з а ф у нкц іє ю . 

A b s t r a c t . T h e  n e w  t h e o r e m  o f  d i f f e r e n t i a l  c a l c u l a t i o n , t h a t  h a v e  d i r e c t  a p p l i c a t i o n  i n  t h e o r e t i c a l  p h y s i c s  d u r i n g  
w o r k  w i t h  k i n e t i c  a n d  p o t e n t i a l  e n e r g i e s  a s  i n i t i a l  c o n c e p t s  o f  p r i n c i p l e  o f  t h e  l e a s t  a c t i o n , i s  o f f e r e d . T h e  t h e o r e m  g i v e s  
a n  o p p o r t u n i t y  t o  e x p r e s s  t h e  s e c o n d  d e r i v a t i v e  o f  f u n c t i o n  t h r o u g h  h e r  f i r s t  d e r i v a t i v e s  o v e r  a r g u m e n t  a n d  o v e r  
f u n c t i o n . T h e  v e c t o r  v a r i a n t  o f  b o t h  t h e o r e m s  i s  g i v e n . 

 
K e y  o f  w o r d s :  d i f f e r e n t i a l  c a l c u l a t i o n , c o n n e c t i o n  b e t w e e n  t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  d e r i v a t i v e s  o f  d i r e c t  a n d  r e v e r s e  

f u n c t i o n s , v e c t o r  v a r i a n t . 
Л і т е р а т у р а  

[1] .  Ч а б а н  В .  Ч и с л о в і  м е т о д и .  – Л ь в і в ,  2 0 0 1,  18 0  с .   
 [2 ] .  Ч а б а н  В .  M a т е м а т и ч н е  м о д е л ю в а н н я  в  е л е к т р о –т е х н і ц і .  – Л . :  В и д -в о  Т .  С о р о к и ,  2 0 10 ,  5 0 8  с .  
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М Е Т О Д И К А  
 
У Д К  512.8 + 516.0 

О .С . С т ол я р ч у к 
Д О  Р І ВН Я Н Н Я  Т Р И К У Т Н И К А  

  Н ай п р ос тіш им із  б аг атоку тників є  тр ику тник, і р івня ння  б у дь-я ког о б аг атоку тника є  р оз винення м 
р івня ння  тр ику тника. 
 Б у демо р оз р із ня ти тр ику тник я к ф іг у р у  – і тр ику тник, я к вну тр іш ніс ть тр ику тника. 
 Мех аніка кор ис ту є тьс я  тер міном « тр ику тник»  п ер ш  з а вс е в р оз у мінні тр ику тником матер іал ьної  ф іг у р и. 
 1. Тр ику тник, я к ф іг у р а. 
 Роз г л я датимемо тр ику тник в п р ос тор і 3R . Й ог о з об р аж ає мо тр ьома з ’є днаними відп овідно точ ками, ( )111 ,, zyxA , ( )222 ,, zyxB , ( )333 ,, zyxC . 

1.1. Мінімал ьне п одання  тр ику тника п р и автоматич ній  з ’є днанос ті вер ш ин відр із ками є  множ ина ( ) ( ) ( ){ }333222111 ,,,,,,,, zyxzyxzyx . 
 Таке п одання  тр ику тника є  з р у ч ним дл я  комп ’ю тéр ії , і й ог о наз иватимемо таб л ич ним з адання м 
тр ику тника. 
 1.2. П ар аметр ич не з адання  тр ику тника б у ду є мо на п ідґ р у нті п ар аметр ич ног о р івня ння  п р я мої  л інії  і 
відп овідног о р івня ння  відр із ку  [ 1]  у  виг л я ді  
  tm

zz
m
yy

m
xx

=
−

=
−

=
−

3

0

2

0

1

0 ,  βα ≤≤ t ,  ( 1)  
де ( )321 ,, mmm  – нап р я мний  вектор  п р я мої . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

К р ес л ю нок 1 
 
 П р ир одньо, дл я  відр із ків AB , AC , BC  точ ка ( )000 ,, zyx  не б у де с п івп адаю ч ою , в той  ч ас  я к дл я  
кож ног о з  ку тів ABC∠ , BAC∠ , ACB∠  конкр етно вона мож е б у ти є диною . 
 П р оміж ки [ ]βα ,  дл я  відр із ків AB , AC , BC  ш л я х ом п ер енор му вання  [ 3 ]  мож на з вес ти до є диног о 
п р оміж ку  [ ]1,0 , я кий  і виб ир ає мо з  п итань викор ис товнос ті п р ос тор у  [ ]1,0C  [ 3 ] . П р и ц ьому  п ер енор му ванні 
необ х ідно б у де з аміс ть нап р я мног о вектор а ( )321 ,, mmm  р оз г л я дати в кож ному  конкр етному  вип адку  AB , AC , 
BC  відп овідний  кол інеар ний  вектор  ( )321 ,, kmkmkm . 
 З відс и, п ід р івня ння м тр ику тника р оз у міє мо множ ину  
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 В ир аз  ( 2)  є  з ап ис ом не ф у нкц ії  – а віднош ення  [ 4 ] . 
 1.3 . Н ер івніс ть тр ику тника п р и таб л ич ному  з аданні й ог о виз нач ає тьс я  нер івніс тю  
  ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
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zzyyxxzzyyxx
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−+−+−+−+−+−≤

≤−+−+−   ( 3 )  

п р и п ер еб ор і в я кос ті точ ок ( )*1*1*1 ,, zyx , ( )*2*2*2 ,, zyx , ( )*3*3*3 ,, zyx  і вс іх  вер ш ин тр ику тника. 
 П р и кож ному  t  вир аз  ( 2)  оп ис у є  таб л ич но з аданий  тр ику тник у  вип адку  вп ор я дкованос ті в нап р я мку  ос і 
x0  вер ш ин CBA ,,  тр ику тника. 
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 Д оведення . П ід вп ор я дкованіс тю  точ ок CBA ,,  вер ш ин тр ику тника б у демо р оз у міти з г ідно кр ес л .1 
п р я моп ар ал ел ьніс ть вектор ів ( ) ABmmm 131211 ,, , ( ) ACmmm 232221 ,, , ( ) BCmmm 333231 ,, , тоб то п р ис у тніс ть 
г ос тр их  ку тів між  нап р я мними вектор ами відр із ків AB , AC , BC  і віс с ю  x0  у  вип адку  г ос тр оку тнос ті ABC∆ . 
О днор аз овіс ть відр ах ову вання  t  п о вс іх  с тор онах  тр ику тника вес ь ч ас  ф ор му є  тр и точ ки, щ о не л еж ать на одній  
п р я мій , тоб то б ез л іч  тр ику тників, г р аниц ею  п ос л ідовнос ті я ких , ф ор мованог о на б аз і множ ини { },...,...,, 21 nttt , 

1+< kk tt , – є  р оз г л я даний  тр ику тник ABC . Д л я  ту п оку тног о ABC∆  – анал ог іч но. 
 2. В ну тр іш ніс ть тр ику тника. 
 В  вип адку  р оз міщ ення  тр ику тника ABC  в п л ощ ині ( нап р ., yx0 )  кож ну  п ар у  п р я мих  AB , BC , AC  
мож на р оз г л я дати я к вир одж ену  л інію  др у г ог о п ор я дку .  
О п ис  ц ьог о мож на з най ти в [ 1] . 
 П р ир одньо, п ід вну тр іш ніс тю  тр ику тника р оз у міє мо тіл ьки вип у кл у  множ ину . 

Література 
 1. Е ф имов Н .В ., Роз ендор н Э .Р. Линей ная  ал г еб р а и мног омер ная  г еометр ия . – М.:  Н ау ка, 19 7 4 . – 54 4  с . 

2. К ор н Г ., К ор н Т. С п р авоч ник п о математике дл я  нау ч ны х  р аб отников и инж енер ов. – М.:  Н ау ка, 19 7 0. 
– 7 20 с . 

3 . Ф у нкц ионал ьны й  анал из . П од р ед С .Г . К р ей на. – М.:  Н ау ка, 19 7 2. –54 4  с . 
4 . Ш вар ц  Л. А нал из . В  2-х  т. Т.1. – М.:  Мир , 19 7 2. – 8 24  с . 

  
Т-во ім. С т.Б анах а 
Н адій ш л а 22.01.2009  р . 
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К о ро тк і п о в ід о м л ен н я  
 
У Д К  54 6+ 53 0 

О . С .  Г ав ри л ів  
Д О  П О Б У Д О В И  К В А Д Р А Т У  М О Д У ЛЯ  Х В И ЛЬ О В О Ї  Ф У Н К Ц І Ї  М О ЛЕ К У ЛЯ Р Н О Ї   

О Р Б І Т А ЛІ  П Р И  Н Е З А ЛЕ Ж Н О С Т І  В И П А Д К О В И Х  К О О Р Д И Н А Т Н И Х  З М І Н   
 
 Б у демо р оз г л я дати х вил ьову  ф у нкц ію  ч ас тинки ( )tzyx ,,,Ψ . В р ах ову є мо, щ о ( )2,,, tzyxΨ  є  г у с тиною  
й мовір нос ті [ 1, 2] , щ о відп овідає  вип адковому  п р оц ес у , – і відп овідна п р ос тор ова ф у нкц ія  р оз п оділ у  
  ( ) ( ) dzdydxtzyxtzyxF

x y z∫ ∫ ∫
∞− ∞− ∞−

=
2

,,,,,, ψ .  ( 1)  
 З г ідно оз нач ення , ( ) ( ) ( ) ( )( )ztZytYxtXFtzyxF <<<= ,,,,, , і п р и нез ал еж нос ті вип адкових  п р оц ес ів 
( )tX , ( )tY , ( )tZ  має мо 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫
∞−∞−∞−

ΨΨΨ=⋅⋅=
z

z

y

y

x

xttt dztzdytydxtxzFyFxFtzyxF 222
,,,,,,   ( 2)  

в с ил у  [ 2] , де ( )2, txxΨ , ( ) 2, tyyΨ ( ) 2,tzzΨ  відп овідаю ть х вил ьовим п окоор динатним ф у нкц ія м ч ас тинки з а 
нез ал еж нос ті вип адкових  п р оц ес ів ( )tX , ( )tY , ( )tZ , ( ) ( ) ( ) ( ) 2222

,,,,,, tztytxtzyx zyx Ψ⋅Ψ⋅Ψ=Ψ . 
 В их одимо з  необ х іднос ті додавати х вил ьові ф у нкц ії  ел ектр онних  ор б італ ей  вз ає модію ч их  атомів у  
мол еку л і [ 3 ] , щ об  одер ж ати х вил ьову  ф у нкц ію  0Ψ  мол еку л я р ної  ор б італ і. Б ез с у мнівним у  ц ьому  вип адку , щ о 
б ер ем в ос нову , є  додавання  й мовір нос тей , я ке мож на р еал із у вати нес кл адно ч ер ез  ф у нкц ії  р оз п оділ у  [ 4 ] . 
 Б у демо с у му вати n  х вил ьових  ф у нкц ій  ор б італ ей  атомів, викор ис тову ю ч и нез ал еж ніс ть ( )tX , ( )tY , 
( )tZ . О дер ж имо 

  ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ),,...,,,...,,

,...,,,,,
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де ( ) ( ) ( )( )ttt kkk ,,,,, ωζωηωξ , nk ,1=  відп овідає  х вил ьовій  ф у нкц ії  ор б італ і k -тог о атома. 
 О с кіл ьки оз нач ено 
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де ( )xF
ktξ  – ф у нкц ія  р оз п оділ у  вип адковог о п р оц ес у  ( )tk ,ωξ , nk ,1= ;  ( )yF

ktη  – ф у нкц ія  р оз п оділ у  вип адковог о 
п р оц ес у  ( )tk ,ωη , nk ,1= ;  ( )zF

ktζ  – ф у нкц ія  р оз п оділ у  вип адковог о п р оц ес у  ( )tk ,ωζ , nk ,1= . 
 Ш л я х ом диф ер енц ію вання  та ал г еб р ич них  п ер етвор ень мож на від ( )tzyxF ,,,  п ер ей ти до х вил ьової  
ф у нкц ії , щ о відп овідає  мол еку л я р ній  ор б італ і. 
 П р ир одньо, с у ттє вим є  з ’я с у вання  тип аж у  вип адкових  п р оц ес ів ( )tk ,ωξ , ( )tk ,ωη , ( )tk ,ωζ , nk ,1= . 

Літе р а ту р а  
 1. Я вор с кий  Б .М., Д етл аф  А .А . С п р авоч ник п о ф из ике. – М.:  Н ау ка, 1971. – 940 с . 

2. К ор ол ю к В .С ., П ор тенко Н .И ., С кор ох од А .В ., Ту р б ин А .Ф . С п р авоч ник п о теор ии вер оя тнос тей  и 
математич ес кой  с татис тике. – М.:  Н ау ка, 1875. – 640 с . 
 3 . Г л инка Н .Л. О б щ ая  х имия . – Л.:  Х имия , 1980. – 720 с . 
 4. Г авр ил ів О .С . Д о конс тр у кц ії  мір и в nR  / /  Г р іш  і математика, 2012. – №  12. – С . 3 -4. 
  

Т-во ім. С т.Б анах а 
Н адій ш л а 09.02.2009 р . 
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О . С .  К р у к  
Д О  З А П И С У  Н У ЛЬ О В О Г О  К О Н У С А  К В А Д Р А Т И Ч Н О Ї  ФО Р М И   

В  Г І ЛЬ Б Е Р Т О В О М У  П Р О С Т О Р І  
 
 П ід ну л ьовим кону с ом квадр атич ної  ф ор ми ( )xf  в аф інному  п р ос тор і S  б у демо [ 1]  р оз у міти множ ину  
точ ок, в я ких  ( ) 0=xf . 
 П ід квадр атич ною  ф ор мою  ( )xf  в аф інному  п р ос тор і р оз у міє мо [ 1]  

( ) ( )xxaxf ,= , 
де ( )yxa ,  є  б іл іній на ф ор ма [ 3 ] . 
 П р ир одньо, п ід кону с ом р оз у міє мо з амкну ту  с ис тему  [ 2] . 
 В важ ає мо, щ о п итання  ну л ьовог о кону с у  квадр атич ної  ф ор ми ( )xf  в евкл ідовому  п р ос тор і, 
п об у дованому  на б аз і аф інног о п р ос тор у  S , є  вир іш еним [ 1] . 
 Роз г л я немо г іл ьб ер тів п р ос тір  H  з і с кал я р ним доб у тком ⋅⋅, , дл я  я ког о п р ир одньо Hx∈∀  Hy∈∀  
викону є тьс я  ∞<yx , . 
 Н ех ай  nP  – ор тог онал ьний  п р оектор  H  в с кінч енновимір ний  евкл ідів п р ос тір  HPn  р оз мір нос ті n . 
 Ту т H  дій с ний  г іл ьб ер тів п р ос тір . H  також  вваж ає мо п об у дованим на б аз і аф інног о п р ос тор у  *S , де 

*SS ⊂  і HPn  п об у дований  на б аз і аф інног о п р ос тор у  S . 
 Мож л ивими є  с иту ац ії :  
 1. Роз г л я дати квадр атич ну  ф ор му  ( )xf , з адану  в г іл ьб ер товому  п р ос тор і H . Н ай п р ос тіш ою  б іл іній ною  
ф ор мою  в H  є  с кал я р ний  доб у ток ⋅⋅, . 
 В  ц ьому  вип адку  п ід ну л ьовим кону с ом квадр атич ної  ф ор ми ( )xf  тр ивіал ьног о тип у  б у демо вваж ати 
множ ину  точ ок, в я ких  ( ) 0=xPf n , Hx∈ . 
 2. Роз г л я дати квадр атич ну  ф ор му  ( )xfn , з адану  в с кінч енновимір ному  евкл ідовому  п р ос тор і HPn . 
 В  ц ьому  вип адку  п ід ну л ьовим кону с ом квадр атич ної  ф ор ми ( )zfn , HPz n∈  в г іл ьб ер товому  п р ос тор і 
H  тр ивіал ьног о тип у  б у демо вваж ати множ ину  точ ок Hx∈ , в я ких  

( ) 0=xPf nn . 
 В  б аг атьох  вип адках  с иту ац ії  1 і 2 с п івп адаю ть кінц ево. Тим не менш е ду ж е п р ос тим є  виз нач ення  р анг у  
б іл іній ної  ф ор ми ( )yxan ,  в HPn . 
 Н у л ьовий  кону с  квадр атич ної  ф ор ми в дій с ному  г іл ьб ер товому  п р ос тор і H  мож на р оз г л я дати віднос но 
довіл ьної  квадр атич ної  ф ор ми ( )xf , Hx∈  ч и квадр атич ної  ф ор ми ( )zfn , HPz n∈ . 
 Множ ина ор топ р оектор ів { }nP , 2

nn PP =  мож е б у ти с ф ор мована так, щ об  п ос л ідовніс ть ор топ р оектор ів 
nP  п р и ∞→n  с ил ьно з б іг ал ас ь до тотож ньог о оп ер атор а в г іл ьб ер товому  п р ос тор і H . П р и ц ьому , дл я  такої  

п ос л ідовнос ті ор топ р оектор ів викону є тьс я , щ о 11 −− = nnn PPP . 
Література 

 1. Е ф имов Н .В ., Роз ендор н Э .Р. Линей ная  ал г еб р а и мног омер ная  г еометр ия . – М.:  Н ау ка, 1974. – 544 с . 
2. Ф у нкц ионал ьны й  анал из . П од р ед С .Г . К р ей на. – М.:  Н ау ка, 1972. –544 с . 

 3 . Ленг  С . А л г еб р а. – М.:  Мир , 1968. – 564 с . 
  

Т-во ім. С т.Б анах а 
Н адій ш л а 06.02.2009 р . 

 
У Д К  53 0 

О . С .  Г ав ри л ів  
К У Т О В А  Ш В И Д К І С Т Ь  С В І Т ЛА  В  В А К У У М І  

 
 Роз г л я датимемо ел іп с овидне дж ер ел о с вітл а. П р ир одньо, ч ас тковою  ф ор мою  ел іп с а є  ку л я . 
 Н ех ай  ц ьому  дж ер ел у  с вітл а п р итаманним є  об ер тал ьний  р у х  віднос но ос і AB  з  ку товою  ш видкіс тю  ω . 
 К ор п у с ку л я р ніс ть ф отона п одиктову є  необ х ідніс ть екс п ер иментів п о відш у канню  мас и с п окою  ф отона, 
б ез  я кої  мал оз р оз у міл ою  є  кор п у с ку л я р ніс ть ф отона. З авдя ки вия вл енню  мас и с п окою  ф отона ц іл ком 
неф антас тич ними с таю ть кос міч ні п ар у с и і п оня ття  с оня ч ног о вітр у . 
 Ф отони в с тані кор п у с ку л  з  мас ою  с п окою  п р и вил ьоті з  оп ис аног о дж ер ел а с вітл а необ х ідно маю ть 
ку тову  ш видкіс ть ω  і л іній ну  ш видкіс ть п ол ьоту  в ваку у мі c . З відс и з г ідно ф ор му л и Е й л ер а 
   rc ×= ω ,  ( 1)  
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де r  – р адіу с -вектор , п р оведений  в точ ку  M  вил ьоту  ф отона-кор п у с ку л и з  мас ою  с п окою  з  довіл ьної  точ ки 0 
ос і об ер тання  AB . Має мо 
  


×== ∧

rrсеккмc ,sin300000 ωω
v ,  ( 2)  

з відки  
  




=
∧

rr

секкм

,sin
300000

ω

ω
v

,  ( 3 )  

тоб то п р и 1=r  одер ж у є мо точ но вел ич ину  ку тової  ш видкос ті секкм300000>ω . 
Література  1. Э й нш тей н А . Ф из ика и р еал ьнос ть. – М.:  Н ау ка, 1965. – 3 60 с . 

2. Я вор с кий  Б .М., Д етл аф  А .А . С п р авоч ник п о ф из ике. – М.:  Н ау ка, 1971. – 940 с . 
  

Т-во ім. С т.Б анах а 
Н адій ш л а 22.10.2014 р . 
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Метода математики 

 
П р а в и л а  д л я  а в т о р і в  

 
 О б о в ’я з к о в а  в и м о г а  д о  а в т о р і в :  м а к с и м а л ь н а  д е т а л ь н і с т ь ,  а  н а в і т ь  – д р і б ’я з к о в і с т ь  в и к л а д у  
м а т е р і а л у . 
 Р о з р а х у н о к  п о д а ч і  м а т е р і а л у  – н а  н а й б і л ь ш  н е с п р и й м а ю ч о г о . 
 М а т е р і а л  п о д а є т ь с я  в  Р е д а к ц і ю  в  д в о х  п р и м і р н и к а х  с т а т т і ,  р е а л і з о в а н о ї  к о м п ’ю т е р н и м   
р о з д р у к о м ,  з  п і д п и с а н и м и  о б и д в о м а  п р и м і р н и к а м и  т а  н а  д и с к е т і  в  W O R D -6. 
 Р а з о м  з  р о б о т о ю  в и с и л а є т ь с я  е к с п е р т н и й  в и с н о в о к  ( д л я  н а у к о в и х  т а  н а у к о в о -м е т о д и ч н и х  
с т а т е й )  щ о д о  п р а в а  п о д а ч і  м а т е р і а л у  в  в і д к р и т о м у  д р у ц і  у к р а ї н с ь к о ю ,  р о с і й с ь к о ю  ч и  б і л о р у с ь к о ю  
м о в а м и  т а  Р е ц е н з і я  ( д л я  м е т о д и ч н и х  п у б л і к а ц і й  – м е т о д и ч н о г о  с е м і н а р у ,  д л я  н а у к о в о -м е т о д и ч н и х  
п у б л і к а ц і й  – н а у к о в о г о  с е м і н а р у ,  д л я  н а у к о в и х  п у б л і к а ц і й  – н а у к о в о г о  с е м і н а р у )  у к р а ї н с ь к о ю ,  
р о с і й с ь к о ю  ч и  б і л о р у с ь к о ю  м о в а м и  – з а в і р е н а  н а л е ж н и м  ч и н о м . Н а  н а у к о в и х  с т а т т я х  п р о с т а в л я є т ь с я  
У Д К . 
 З а  п р и с у т н о с т і  н е г а т и в н и х  і н т о н а ц і й  ч и  б і л ь ш о г о  о б ’є м у  н е г а т и в н и х  с у д ж е н ь  в  Р е ц е н з і ї  
Р е ц е н з і я  п у б л і к у є т ь с я  в  р о з д і л і  “ Р о з д у м и  д л я  д и с к у с і ї ” . 
 В с і  д и с к у т и в н і  м а т е р і а л и  д р у к у ю т ь с я  в  і н ш и х  ч и с л а х  ч и с о п и с у . 
 Ст а т т і  т а  д и с к у т и в н і  м а т е р і а л и  п р и с и л а ю т ь с я  т а  о п р и л ю д н ю ю т ь с я  у к р а ї н с ь к о ю  м о в о ю . З а  
н е м о ж л и в о с т і  п е р е к л а с т и  с т а т т ю  з  р о с і й с ь к о ї ,  б і л о р у с ь к о ї  ч и  і н ш о ї  м о в и  н а  у к р а ї н с ь к у  н а  м і с ц і  
п р и с и л а є т ь с я  т е к с т ,  я к и й  б у д е  п е р е к л а д е н о  в  р а м к а х  п о с л у г  р е д а к ц і ї  н а  к о м е р ц і й н и х  з а с а д а х  з  
р о з р а х у н к у  5  д о л а р і в / с т о р і н к а  ( Р е д а к ц і я  п р о х а є  з в е р н у т и  у в а г у  н а  н е м о ж л и в і с т ь  в і д н а й д е н н я  у  
Л ь в о в і  п е р е к л а д а ч і в  з  у с і х  м о в  с в і т у ) . 
 П р а в л е н н я  с т а т е й ;  п о л і т и ч н і ,  і д е о л о г і ч н і ,  в і р о с п о в і д н і  с е н т е н ц і ї ;  п о с в я т и  п о л і т и к а м  н е  
д о п у с к а ю т ь с я . 
 Д о  с т а т т і  в  2 -х  п р и м і р н и к а х ,  д и с к е т и  з  м а т е р і а л о м ,  е к с п е р т н о г о  в и с н о в к у ,  Р е ц е н з і ї  с е м і н а р у  
д о л у ч а є т ь с я  Д о в і д к а  п р о  а в т о р і в  ( п р і з в и щ е ,  і м ’я ,  б а т ь к і в с т в о ,  м і с ц е  р о б о т и ,  п о с а д а ,  н а у к о в и й  с т у п і н ь ,  
г о л о в н і  п у б л і к а ц і ї ,  д о м а ш н я  а д р е с а ,  т е л е ф о н ) ,  я к а  б у д е  о п р и л ю д н ю в а т и с я  в  р о з д і л і  “ Н а ш е  “ х т о  є  
х т о ” ” .  
 К о ж н о м у  а в т о р у  б е з п л а т н о  в и с и л а є т ь с я  к с е р о к с  п у б л і к а ц і ї ,  п р и  з а м о в л е н н і  ж у р н а л у  
п е р е д о п л а т о ю  ( 2 0  г р н . т а  в а р т і с т ь  п е р е с и л а н н я  з і  Л ь в о в а  п о ш т о ю )  – в и с и л а є т ь с я  в і д п о в і д н е  ч и с л о  
п р и м і р н и к і в  ж у р н а л у . 
 Ст а т т і  о ф о р м л я ю т ь с я  з г і д н о  р е ш т и  в и м о г  “ У к р а ї н с ь к о г о  м а т е м а т и ч н о г о  ж у р н а л у ” . 
 

РЕДКОЛЕГІЯ 
 
В і д п о в і д а л ь н и й  с е к р е т а р            О .С. Г а в р и л і в  
Г о л о в н и й  р е д а к т о р    О .С. Ст о л я р ч у к  
Ш е ф –р е д а к т о р     І.С. К р у к   
 

А д р е с а  д л я  л и с т у в а н н я  
 
 Г а в р и л і в  О р е с т  Ст е п а н о в и ч ,  в у л . Ів . Ф р а н к а  1 0 ;  
 с . З и м н а  В о д а  
 П у с т о м и т і в с ь к о г о  р а й о н у  
 Л ь в і в с ь к о ї  о б л а с т і  
 У к р а ї н а  
 8 1 1 1 0  
 
  



 23

Метода математики, 16, 2015, Львів-Рівне 

З М ІС Т  
 
1. Г авр ил ів О .С . Д о з в’я з ку  теор ії  множ ин з  комб інатор икою … .… … … … … … … … … … … … … … … … … ..   3  
2. С у х ор ол ьс ький  М.А . П р о б аз ис  у  п р ос тор і ф у нкц ій , анал ітич них  у  одноз в’я з ній  об л ас ті… … … ...........   4 
3 . Г авр ил ів О .С . Д о ал г ор итму  п об у дови р оз в’я з ків дея ких  неоднор ідних  диф ер енц іал ьних  р івня нь в 
ч ас ткових  п ох ідних … … … … … … … … … … … … … … … … … ..… … … … … … … … … … … … … … … … … … ... 

  
  9 

4. Н овіков Л.О ., З ая р ню к П .М. А п л ікативна ал г еб р а матр иц ь довіл ьної  ф ор ми… … … … … … … … … … … .  11 
5. Ч аб ан В .Й . Д ві нові теор еми диф ер енц іал ьног о ч ис л ення … … … … … … … … … … … … … … … … … … … .  14 
Методика… … ..........................................................................................................................................................  17 
6. С тол я р ч у к О .С . Д о р івня ння  тр ику тника… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … ..  17 
К ор откі п овідомл ення … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … .  19 
7. Г авр ил ів О .С . Д о п об у дови квадр ату  моду л я  х вил ьової  ф у нкц ії  мол еку л я р ної  ор б італ і п р и 
нез ал еж нос ті вип адкових  коор динатних  з мін… … … … … … … … … … … … … … … … … … ..… … … … … … …  

  
 19 

8. К р у к О .С . Д о з ап ис у  ну л ьовог о кону с а квадр атич ної  ф ор ми в г іл ьб ер товому  п р ос тор і… … … … … … …   20 
9. Г авр ил ів О .С . К у това ш видкіс ть с вітл а в ваку у мі… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … ...  20 
П р авил а дл я  автор ів… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …   22 

 




	Страница 1
	Страница 2

